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A sogra de um professor de Mateméatica, cansada de sempre usar
tridngulos, quadrados ou hexagonos nos tapetes que fazia, tentou
fazer um s6 de pentagonos. - Impossivel fazer esse tapete! - disse
o professor. Responde a sogra: - Por que impossivel? Vocé pode
entender de Matematica, mas de tapetes quem entende sou eu!

Esse problema, que freqlientemente se apresenta, € o de cobrir uma
superficie plana com regides poligonais. Essa cobertura, chamada mosaico
do plano, deve ser feita de modo que nd haga nem lacunas nem
superposicdes e através dela podem ser obtidos interessantes e bonitos
desenhos como os mostrados abaixo.

Para que possamos hos concentrar mais na Matematica do que no
aspecto artistico dos mosaicos, vamos restringir nossa discussdo a
coberturas formadas exclusivamente por poligonos regulares. Além disso,
duas condicdes serdo impostas aos mosai cos aqui estudados:

a) sedois poligonos regulares intersectam-se, entdo essa interse¢do € um
lado ou um vértice comum,

b) a distribuicdo dos poligonos regulares ao redor de cada vértice é
sempre amesma.
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Com essas restrigdes estamos eliminando cobertur

as do tipo:

A daesguerdando satisfaz @) e adadireitando satisfaz b).

Todos nos temos familiaridade com os mosaicos formados por
poligonos regulares de um mesmo tipo: tridngulos equilédteros, quadrados
ou hexagonos regulares.

Seriam esses 0s Unicos poligonos regulares que pavimentam o plano?
Para respondermos a essa pergunta, precisamos conhecer a medida em
graus, a,, decadaangulo interno de um n-&gono regular.

Tabelal
poligono regular | NUmero de a
lados (n) "
tridngulo equilétero 3 60°
quadrado 4 90°
pentégono 5 108°
hexégono 6 120°
n-4gono : 180°(n- 2) _ 180° (1- E)
n n
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Para que se tenha um mosaico do plano formado exclusivamente por
poligonos regularesde n lados é preciso que a,, sgjaum divisor de 360,

isto é, 180(1- E) =@, paraagum natural m3 1.
n m

Essa equacdo se reduz a 1+£=% e como n33 e m3 3, as
n m

Unicas solucdes inteiras e positivassdo n=3 (com m=6), n=4 (com
m=4) e n=6 (com m=3).

Essas solugbes nos ddo exatamente os mosaicos apresentados
anteriormente e consistem em distribuir ao redor de cada vértice ou 6
tridngul os equiléteros, ou 4 quadrados ou 3 hexagonos regul ares.

Tais coberturas sGo chamadas mosaicos regulares do plano e sdo
indicadas pelas sugestivas notagbes (3,3,3,3,33), (4,444 e
(6,6,6).

O que acontece se combinarmos poligonos regulares ndo
necessariamente congruentes entre s? Observamos inicidmente que,
embora tais poligonos regulares ndo tenham obrigatoriamente 0 mesmo
nimero de lados, as condigBes impostas em nossa definicdo de mosaico
exigem que os lados de todos os poligonos regulares que comparecem na
cobertura tenham o0 mesmo comprimento.

Um primeiro passo para responder & questéo acima é procurar todas as
possiveis combinagdes de poligonos regulares que podem ser arranjados a0
redor de um vértice comum de modo que ndo hga nem lacunas nem
superposi¢oes.

Por exemplo, um dodecégono ’
regular, um hexagono regular e um
Quadrado podem ser assim
arranjados:

a+b+c=360
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JA 0 mesmo ndo ocorre para um octogono regular, um hexagono
regular e um tridngulo equiléero ou, ainda, para um octégono regular,
dois quadrados e um tridngulo equiléatero.

a+b+c<360 a+b+c+d>360

Sendo m o nimero de poligonos regulares ao redor de um ponto,
temos, evidentemente, m3 3. Como a menor medida do angulo interno

de um poligono regular € 60°, segue que o maior valor de m é dado por
360/60=6 e, portanto, 3£ ME6.

Suponhamos que trés poligonos

regulares s3 arranjados em torno My 2gono n;- &gono
d(Na um vertice comum de modo que a-2y180 | @ _2)180
nd haga nem lacunas nem N ny

superposi¢des, o primeiro com g

.2
lados, o segundo com n, lados e a _nz)180
oterceiro com ny lados. n; 4gono

Entdo,  (1- n£)180+(1- 2180+ (1- 2)180=360, de onde

h Ny N3
obtemos 1 +i +i -1 .
mnon o 2
Para acharmos as solugfes inteiras e positivas dessa equagdo supomos,
sem perda de generalidade, que n; £n, £ ngy. Logo, 1 £i , 1 £i
N, K N3

e, portanto, %=i+i+i£i+i+i=§, ousga, N £6.

R Ng M m n n
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Facamos n, =3, isto € um dos poligonos regulares € um triangulo

equilétero. Entzo, t,r. 111 ou, ainda, i=n2_6, 0 que
n, ng 2 3 6 n;  6n,
. o o np-6_1_1
nosda n,3 7. Poroutrolado, n, £n; implica =—£—, de

6n, n3 n,
modo que n,£12. Substituindo os vaores possiveis de n, e
lembrando que n; é inteiro, obtemos as seguintes ternas (N, Ny, N3)
como solugles. (3,7,42), (3,8, 24), (3 9,18), (3,10,15) e (3,12,12).

Procedendo analogamente para n; =4, obtemos 5£n,£8 e as
seguintesternas. (4,5, 20), (4,6,12) e (4,8,8).

Tabelall
Para n; =5, temos 5£n, £6 e uma | N | Ng
tnica solugdo (5,5,10). Finamente, para z ; ‘21‘21
n, =6, aunicasolugéo éaterna (6, 6, 6). 3 9 18
Em resumo, as Unicas solugBes inteiras e 3 10 | 15
positivas da equacéo 3 12 | 12
1.1 11 4 | 5 | 20
non ong 2 4 | 6 | 12
com 3£n, £n, £n; estfo descritas na tabela 4 | 8 | 8
ao lado. S S 10
6 6 6

A classficagdo das possiveis combinagbes de quatro poligonos
regulares ao redor de um vértice comum corresponde a determinagdo das
soluges inteiras e positivas da equagao:

(1- 2Y180+(1- -2)180+(1- 2)180+(1- -2)180=360,  que &
N Ny N3 Ny

equivalente a i+i +i+i =1.

L N N3 Ny
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Tabealll

Repetindo o argumento anterior, [N, | ng | N
verificamos que as Unicas solugbes 3 31 4 12
inteiras e positivas dessa Ultima equacéo, 3 3 6 6
com BEMENR EngEny, estéo 3 4 4 6
descritas natabela ao lado. 4 4 4 4

Aqui surge a seguinte questdo: Os arranjos abaixo desenhados devem
ser considerados iguais ou diferentes?

okee

Como o da esquerda possui um eixo de simetria enquanto o da direita
tem dois eixos de simetria, vamos consideré-|os como distintos, ou sgja, a
solugdo  (3,3,6,6) admite uma segunda interpretacdo, que €
(3 6,36).

Da mesma forma, as solugbes (3,3,4,12) e (3 4,4,6) admitem
uma segunda interpretacdo, que sfo respectivamente (3, 4,3,12) e
(3 4,6,4). Temos, assm, no total, sete maneiras de combinar quatro
poligonos regulares ao redor de um vértice comum.

Analogamente, a classificagdo das possiveis combinagbes de cinco
poligonos regulares em torno de um vértice comum de modo que néo hagja

nem lacunas nem superposi¢oes corresponde a determinagdo das solugdes
inteiras e positivas da equacéo

(1- -2)180+ (1- 2180+ (1- ~2)180+ (1- ~>)180+ (1- ~2-Y180 = 360
n n, Ng n, Ng
. 1 1 1 1 1 _3
oy, anda, —+—+—+—+—=—,
L n, ng ng ng 2

8 SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



As Unicas solugdes inteiras e positivas dessa equagdo, com
3En £n, £ng £ny £ng, estdo descritas natabela:

TabdalV

L | N | N3 | Ny | Ng
3 3 3 3 6
3 3 3 4 4

Como (3, 3, 3 4,4) admite uma segunda interpretacdo (3, 3,4, 3, 4),
temos, no tota, trés maneiras de combinar cinco poligonos regulares ao
redor de um vértice comum.

Findmente, a classificacdo das possivels combinagbes de seis
poligonos regulares em torno de um veértice comum nos leva a
determinacdo das solucdes inteiras e positivas da equagdo

1 1 1 1 1 1
TS+ T+ T+ =2,

L N, N3 Ny Ny Ng
cujaunicasolucdo é (3,3,3,3,3 3).

As consideraces feitas até agora nos permitem concluir a existéncia de
vinte e uma combinagdes de poligonos regulares que podem ser arranjados
a0 redor de um vértice comum de modo que ndo hagja nem lacunas nem
superposi¢oes.

A questdo crucial que agora surge € sabermos quais das combinagdes
acima podem ser estendidas de modo a obtermos um mosaico do plano.

Por exemplo, considere o arranjo (3, 3,6,6) a0 redor do vértice

comum V. Se tentarmos estender essa configuragdo de modo que o
mesmo arranjo se repita em torno do veértice V;, vemos que sera

impossivel  efetivar esse mesmo arranjo ao redor do vértice V.
Concluimos que o arranjo (3, 3, 6, 6) ndo pode ser estendido de modo a
formar um mosaico do plano.
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A figura & esguerda, abaixo, indica que um arranjo envolvendo um
tridngulo equildero e dois outros poligonos regulares ndo pode ser
estendido de modo a formar um mosaico do plano a menos que 0s outros
dois poligonos regulares sejam congruentes, isto €, a =b. Logo, nenhum
dos arranjos (3,7,42), (3,8,24), (3,9,18) e (3,10,15) definem
mosaicos do plano.

Anaogamente, um arranjo que envolve um pentagono regular e dois
outros poligonos regulares ndo pode ser estendido de modo a formar um
mosaico do plano a menos que os outros dois poligonos regulares sgjam
congruentes. Concluimos que (4,5,20) e (5510) néo definem
mosaicos do plano.

Com relacéo a Tabela lll, dém de (3,3,6,6) encontramos mais trés
combinagtes que ndo podem ser estendidas, (3,3,4,12), (3,4,312) e
(34,4,6), como mostram as figuras seguintes.
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90 90,
— 150 g0 A 150 00 %120
60 60
60 &Y 120
60 60\ 150 960 60\ 150 1209‘;068090
180 120? 90
60 60/o5 90 60

Assim, das vinte e uma possiveis combinactes de poligonos regulares,
dez delas foram eliminadas por ndo se estenderem. As onze restantes
fornecem os possiveis mosaicos do plano, sendo trés deles 0s mosaicos
regulares (figuras na pégina 4), e os demais, chamados mosaicos semi-
regulares, desenhados a seguir.

R
o
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A existéncia dos mosaicos regulares j& era conhecida pelos antigos
pitagdricos da Matemética grega. A primeira pessoa a exibir 0s mosaicos
semi-regulares foi J. Kepler, em um trabalho publicado em 1619, no qual
estd o seguinte resultado, que resume nossa discussao:

Teorema de Kepler — Existem exatamente onze maneiras de se cobrir o
plano utilizando-se exclusivamente poligonos regulares sujeitos as
condic¢des a) e b) anteriormente descritas.
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